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par J.W. Muller

Bureau International des Poids et Mesures, F-92310 Savres

1. Iniroduction au probléme

La méthode des deux oscillateurs pour la mesure de temps morts est
de plus en plus utilisée parce qu'elle est simple, rapide ef précise.
Une étude intéressante et trés détaillée vient de lui étre consacrée
qui tient compte de la largeur des impulsions []] . '

Pour fous ces raisonnements on commence traditionnellement par admetire

que la densité des intervalles t qui résulte de la superposition de deux
fréquences fixes V1 et Y o<V est donnée par une simple fonction continue,
en l'occurrence une densité uniforme pour 0 £t < 1/¥y qui se termine

par une fonciion delta & l'endroit t = 1/Vy, si l'on néglige la largeur

des impulsions.

Or, en acceptant ce point de départ (ou quelque chose d'équivalent),

on fait implicitement deux hypoth&ses qui ne sont pas iriviales ef demandent
quelques commentaires, On peut les énoncer, par exemple, en demandant
que Y1 et Yo soient dans un rapport irrationnel et que le temps disponible
pour la mesure soit infiniment long. Ces deux hypothéses ont donc en commun
d'étre de nature plutdt mathématique. Tandis que la deuxigdme condition

peut éfre raisonnablement approchée avec beaucoup de patience,

la premiére se préfe moins & un contréle direct. Bien que les mathématiques
nous affirment que la densité des nombres irrationnels est infiniment

plus grande que celle des nombres rationnels et que 1'on est donc quasiment siir
qu'un choix au hasard nous place dans le premier cas, il serait prématuré

de se croire & l'abri de toute surprise,

En effet, une étude approfondie des problémes liés & la précision de la
valeur numérique pour un temps mort déterminé a I'aide de deux oscillateurs
vient d'étre faite par E, Carnal qui m'en a fort aimablement informé

fors de ma récente visite & Lausanne, en mai 1977; les résuliats seront publiés
et feront suite & [1] . Aucun effort ne sera fait dans ce qui suit pour résumer
cet excellent travail. Nous nous bornons & constater que d'aprés cette étude
c'est la proximité du rapport ¥ 2/)11 & un nombre rationnel n2/n}

qui est en général déja dangereuse, surfout si les entiers ny et noy

ne sont pas trés grands. Dans un tel cas, la répartition des intervalles

entre impulsions successives, qui serait discontinue pour un rapport rationnel
{une suite de fonctions delta), ne s'approche que difficilement d’une densité
continue que l'on prend ordinairement comme point de départ. Si ny et
[*écart du rapport des fréquences de nz/ri1 sant connus, la théorie de Carnal




permet de prévoir l'erreur maximale que l'on peut commetire dans

la détermination habituelle du temps mort. En outre, cefte incertitude
ne dépend pas seulement du temps de mesure, mais aussi du moment de
départ {phase entre les deux séries d*impulsions).

Dans lfapplication pratique, une pariie décisive consiste donc & trouver
les fractions rationnelles Fk =n, /n] qui s‘approchent le plus de
F= NQ/N] ; o0 N] et N2 sont les nombres d'impulsions provenant

des deux oscillateurs et qui sont comptés pendant un temps de mesure donné.
C'est pour ce probléme partiel que nous alions proposer un simple algorithme.

2. Bref rappel concernant les fractions coniinues

Une partie classique de la théorie des nombres, dont les contributions
fondamentales remontent & Euler, Lagrange et Lambert (pour ne citer que
les plus connus), s‘occupe d'expressions du type

F=b +°]
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ob a, et bk peuvent étre des fonctions d*une variable x, par exemple,
En partant de F -—bo (que !'on confondra avec F), on voif que bo peut

&tre pris pour zéro, ce qui simplifie {técriture de ce qui suit.

L'idée de base est d'approcher F par Fk, ot I'on néglige les contributions

d'ordre supérieur en posant a = 0 pour tout 1 > k. La série des coefficients
peut &tre finie ou infinie (et périodique ou apériodique).

On obtient ainsi des approximations successives de F dont les premigres sont
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En désignant le rapport approximaiif par

F =

A
k
k 'g"'""‘, kw_-},z,...;

k

on peut exprimer Fy en utilisant les nominateurs et les dénominateurs
des approximations précédentes. Un simple calcul nous améne &
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"l nlest pas difficile de prouver, par induction compléte, la régle générale

A = A '+bkA
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By = o By, th B g

si 1*on définit que A—I =1, A =0

et B"]xor B :]c

En &criture matricietle, cela correspond & [*équation

AN [ A2 P [ %

By B2 Bro1/ \ Pk

Cet algorithme est souvent frés efficace pour déterminer des approximations
numériques de fonctions compliquées, Une illustration simple est donnée
dans [TArnexe.. - R T

Or. ce qui nous attire le plus c'est fe fait que la série des approximations
' q P 9 PP
successives a des propriétés tout & fait remarquables, dont quelques-unes
sont décrites par les régles suivantes:



a) Pour des coefficients aj et bk positifs, les approximations
Fi’ -F2,r F3, etc., sont alternativement plus grandes ou plus

petites que F.

b} La différence entre deux approximations successives est donnée par

k
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¢} Une limite supérieure pour llerreur de Fk est donnée par

k

-2 7T
le—F! 4 Bk =i=]ai.

Ceux qui s'intéresseni & une élaboration détaillée de la théorie des
fractions continues, ainsi que de leurs applications souvent inattendues
(par exemple pour |'analyse diophantienne, les nombres premiers ov

fes cycles d'éclipses), trouveront des exposés complets dans la littérature
(par exemple dans [2] ou [3]), Pour la modeste application que nous
avons €n vue, n'importe quelle vulgarisation sera largement suffisante

(voir p. ex. [4])9

3. Recherche des rapports rationnels prés de "))2/')’]

En posant a = 1 (pour tous les k), notre fraction continue se simplifie &

et il suffira de prendre comme dénominateurs des entiers positifs.
On peut noter ce type réduit de fagon symbolique par

F =}b], bos bos +el




La détermination des coefficients b, est alors fort simple, comme
le monire [*exemple numérique suivdnt,

Poo 159 ] 1 :;

281 281/159 1+ 122 + 1
159 159/122
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159
doncF=—8]—=31, 1, 3,8, 2,1,3}.
Puisque dk =1, lo formule de récurrence pour les coefficients Ak ef Bk

est maintenant

A = A +b

K 2 TP Ay

B, = B + b, B

k k-2 k k-1 °

Pour notre exémp!e, les coefficients sont rassemblés dans le tableau suivant.
k : -1 0 i 2 3 4 5 ) 7
bk: - - ] ] 3 3 2 ] 3
Ak 1 0 [ 1 4 13 30 43 159
Bk 0 1 1 2 7 23 53 76 281
Les dpproximcﬁons successives sont donce
13 159



On peut montrer qulune fraction continue, infinie . correspond & une
valeur irrationnelle de F. Si b est le premier coefficient b qui

- +1
disparait, on a r

F = F; sinon

r

lim Fk = F.
k-

Il est vrai, en ouire, que Fk est la meilleure approximation possible de F

pour un dénominateur ne dépassant pas Bk' L'erreur maximale de Fk est
maintenant donnée par
-2

AFk =Bk .

Toutes ces simples et belles propriétés des fractions continues nous semblent
les prédestiner & une application pour la recherche de la précision de la
méthode des deux oscillateurs.

Cependant, n'essayons pas de cacher un aspect qui nous semble moins
agréable, Il stagit du fait que la série F!, Fns; «o»; ne nous donne qu'un
choix des rapporis rationnels, ce qui ne garantif pas que la séquence est
compléte. 1l est vrai que pour un dénominateur donné, c'est toujours la
meilleure approximation qui nous est fournie, mais ceci n'exclut pas
qu'entre Fk et Fk+1 il existe d'autres rapports qui s'approchent mieux

de F que ne le ferait Fk' Ce fait peut &tre illustré par I'exemple suivant.

Pour la racine carrée de deux, le développement (infini) en fractions
continves est

F = 1/V2 =141,2,2,2,2, ...},

ce qui nous donne, aprés un petit calcul, les approximations

e -1 3 7 17 41 99 239 577 1393 3363 8119
k- ' 2" 5 T2° 29" 70' 69’ 408’ "985 ' 2378’ 5741’ °°°

Or, une recherche numérique par ordinateur g permis de frouver pour
ce domaine (o le dénominateur ne dépasse pas 10 000) les quatre rapports

suivants qui sont (bien que de fort peu) de meilleures approximations de V2

que les Fa dénominateur inférieur:
4 24 140 8l6
3¢ 17 %9 T 577

Néanmoins, il nous semble que ce petit inconvénient ne devrait pas
nous empécher de profiter des avantages que cette méthode nous offre.



ANNEXE

Approximation d'une fonction

Choisissons comme exemple d'application la fonction tgh x, pour laquelle
fe développement usuel en puissancesde x est peu commode (nombres de
Bernoultli). Le développement en fractions continues est

tghx = X_Zn ,
3 +x_ o
5 + x

7 +.El Ll

+

—_f X

Les coefficients sont donc donnés par
- 2 .
ap =%, @ Tx pour‘k>/2

et bk=2k-] "okyl.

En appliquant la régle générale pour les approximations consécutives,
on obtient immédiatement

A'l 0 1 ] X
B] - 1 0 X = i !
X ¢ 3 3x
= 1 S Y
‘ AN
3x X 5 15x + ><3
- 34 1 Nl B T IPNC I
15x + x> 3x \[7 105x + 10x°
- 15 + 6x2 3+x2 x2 - 105 + 45x2 + x4 " efc.,

Ainsi, par exemple, pour x = 0,2 on obtient les approximations suivantes




8 \
Fy o= %2 ~ 0,200 000 00,
— 016 =
£, = 3hog 2 019736842,
3,008
Fo = tegp 2 019737532,
21,08 o

F 0,197 37532 .

4 ~ 706,807 6

D¢ja la troisizme approximation donne la valeur exacte & 8 décimales pres.
Ceci monire que I'estimation de l'erreur sur F3, clest-a~dire
5
(0,2)

s = 14 107¢,
(15,24)

AFS =

est trés pessimiste, |'écart réel de F étant inférieur d'un facteur dépassant 100.
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