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1. Quelques relations générales 

Une méthode pratique et utile pour caractérise r la distribution 
d'une grandeur statistique x - qu'elle repose sur un échantillon empirique 
ou qu'elle soit exprimée par une loi théorique - consiste à indiquer 
quelques coefficients ou paramètres que lIon appelle les moments dlune 
répartition. Il existe un assez grand nombre de différents types de moments; 
contentons-nous de mentionner les trois qui sont peut-être le plus souvent 
ut il i sé s. Il s la g i t 

a) des moments normaux, définis par l'espérance 

b) des moments centrés 

et 

c) des moments factoriels (pour x entier) 

IV r = E 1 x{r) l , 

avec x(r) = x (x - 1) (x - 2) ••• (x - r + 1) , 

où r = l, 2, 3, ••• est l'ordre du moment. 

Le choix du type de moment utilisé est souvent arbitraire ou dépend 
du problème étudié; parfois, un bon choix peut simplifier les calculs 
de façon considérable. 

En pratique, on est souvent amené à passer dlun système à l'autre. 
Pour une telle transformation, on trouve dans la littérature (voir 
en particulier [11) les formules correspondantes. Ainsi, pour passer 
par exemple de (1) à (2) on indique Ilexpression 

(1) 

(2) 

(3) 



r . 

t-Lr = 2 (~)m .(-m 1)1, 
j=O 1 r-I 

et pour le passage inverse on a 

m 
r 

r 

= L (~)P"' .' m~ • 
j=O 1 r-I 

2 

r = 1,2, ••• , (4) 

(5) 

Cependant, notons déjà dans ces deux formules (qui sont faciles à obtenir) 
quelques petites particularités un peu gênantes. Ainsi, (4) demande que 
l'on pose mo = 1, ce qui n'est certainement pas contredit par (1), mais 
ne se vérifie par (5) que si l'on pose (g) = 1 et t-Vo = 1. En acceptant 
ces conventions, les relations (4) et (5) sont aussi valables pour r = 0 et 
l'on confirme alors que t-Ll = O. Par conséquent, ces ennuis ne sont pas 
très sérieux. 

Pour la conversion d'un moment factoriel en un moment ordinaire, 
la relation est 

m 
r 

r 

= L S (r, j) • ~. , 
j= 1 1 

et inversement on a 

r 

\fi = Ls(r,j)' m., 
r • 1 1 1= 

pourr=1,2, .•• , 

où les coefficients S(r, j) et s(r, j) sont les nombres de Stirling de 
deuxième et première espèce, respectivement. Or, de nouveau il ya 
un problème pour le cas r = 0 qui n'est pas inclus dans (6) ou (7). 
Pour remédier à cet inconvénient, on peut proposer deux solutions. 
Ou bien on remplace (6), par exemple, par la formule 

r 

m = ~ S (r, j) • *. + $ , 
r j=l 1 r, 0 

a ve c r = 0, 1, 2, ... , 

ou bien on écrit 

r 
m = L S (r, j) • f. 1 

r j=O 1 
r = 0, 1,2, • • • , 

en définissant 

S(r,O) = $ 
r,o et f 0 - 1 • 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 
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Pour des raisons de simplicité et de cohérence, nous préférons la deuxième 
solution, c'est-à-dire une généralisation qui repose sur l'emploi des 
définitions (10). De façon analogue, (7) est alors remplacée par 

r 

'f = L s(r,j)· m. , 
r j=O 1 

r=O,l," 2, ••• , 

avec s(r,O) = 8 . r,o 

Par conséquent, les tables habituelles pour les nombres de Stirling 
seraient à modifier en ce qui concerne leur début et commenceraient 
donc comme suit 

(11) 

( 12) 

- pour la première espèce s(n,k): - pour la deuxième espèce S(n,k): 

k=O 2 3 4 5 k=O 2 3 4 5 

n=O 0 0 0 0 0 n=O 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

2 0 -1 1 0 0 0 2 0 0 0 0 

3 0 2 -3 1 0 0 3 0 3 0 0 

4 0 -6 11 -6 1 0 4 0 7 6 1 0 

5 0 24 -50 35 -10 1 5 0 15 25 10 

Pour des tabulations plus étendues, on consultera [2] ou [3J. 

Il va sans dire que les formules indiquées peuvent aussi être combinées. 
Ainsi, en insérant par exemple (9) dans (4) on arrive à l'expression générale 

t-Lr ~ i (~) [- "'.Ji ) ~ S(r-j,t)· ~t! ' pour r = 0, l, ... (13) 
j=O 1 1 t=O 

Rassemblons enfin en vue d'applications pratiques quelques expressions 
explicites. Pour des moments dont l'ordre ne dépasse pas 4 on peut déduire 
de (4), (5), (9), (11) et (13) les relations suivantes: 

, 

mo = P-o = ~o = 1 , ml = *'1' 
2 

m2 = (Jv2 + ml = ~ 2 + f 1 ' 

3 
m3 = P--3 + 3 P'2 ml + m 1 = f 3 + 3 W 2 + ~ 1 ' 

2 4 
m 4 = f-L 4 + 4 fL3 m 1 + 6 !L2 m 1 + m 1 = ~ 4 + 6 ~ 3 + 7 f 2 + ~ 1 i 
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ft1 = 0 , 

2 2 
/-L2 = m2 - ml:: f2 +!t!J - W 1 ' 

P'3 = m3 - 3m2 m J + 2m; = ~3 + 3 W2 - 3 W2 ~1 + ~l - 3 ~~ + 2 w; , 
2 4 

t-L4 =m
4 

- 4m
3

m 1 +6m
2

m1 - 3m 1 

2 
~ 2 = m2 - ml = iL2 - m 1 + ml' 

W 4 = m 4 - 6m 3 + 11 m2 - 6m 1 

Une partie de ces re lations se trouve éga lement dans [1] . 

2. Particularités pour les cumulants 

Un autre type de moments qui est parfois utilisé sont les cumulants 
(ou semi-invariants). Du point de vue théorique, à cause de ses simples 
propriétés algébriques, c lest sans doute le genre le plus intéressant. 
On peut définir les cumulants de la manière suivante. Si pour une variable 
aléatoire x la fonction génératrice des moments ordinaires est définie par 

00 r 

M{u} _ E ~ e ux ~ :: Lm· ~ 
r=O r r t 

et si lion développe son logarithme naturel dans une série en puissances 
de u en posant* 

00 r 
u ' 

7t' K{u} == ln M{u) = :2lC . 
r=l r 

on appelle les coefficients Je les cumulants de la variable aléatoire x . 
r 

* Il va sans dire que lion pourrait aussi commencer la somme dans (15) 
par r = 0 en posant ;}ro = O. 

(14) 

(15) 



5 

Pour ces opérations, on admet évidemment Ilexistence des moments et 
la convergence des séries impliquées. Pour une discussion plus approfondie 
on consultera [1]. Mentionnons que lion peut également définir des 
cumulants factoriels. 

Malheureusement, la relation entre cumulants et moments ordinaires, 
par exemple, est peu commode. Toutefois, on peut indiquer comme 
expression générale la formule suivante qui permet de retrouver les moments 
ordinaires à partir des cumulants 

r 
m = L L Bk (r+ 1 - k, ••• , 2, 1). 

r k= 1 TT (r, k) r 

r+l-k 

TT 
j=l 

k. 
de. 1 , 

1 
(16) 

où la deuxième somme slétend sur toutes les partitions de r pour lesquelles 

L k. = k 
1 

et :2 j • k. = r • 
1 

Les quantités rBk correspondent aux coefficients qui apparaissent dans 
les polynômes de Bell. Les premières valeurs sont indiquées dans le tableau 1. 

Tableau 1: Les coefficients B de Bell pour r ~ 5 

r 

2 2 B 1 (2) = 1 ; 2 B 2 (1) = 1 

5 5Bl (5) = 1 ; 5B2 (4,1) = 5, 5B2 (3,2) = la ; 5B3 (3,1) = la, 

5 B 3 (2, 1) = 15 ; 5 B 4 (2, 1) = 1 a ; 5 B 5 (1) = 1 

Des tables plus étendues (jusqulà r = la) se trouvent dans [lJ et [2J. 
Pour les quatre premiers ordres, toutes les relations qui existent entre 
les cumulants et les moments définis par (1) et (2) sont rassemblés ci-après. 
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3 
de3 = m 3 - 3 m2 m '1 + 2 m 1 = lL3 

2 2 4 2 
d-e 4 = m 4 - 4 m3 ml - 3 m2 + 12 m2 m 1 - 6 ml = p.-4 - 3 p.; 2 

2 
m2 = ;}e2 + :)e 1 ; 

m3 = Je 3 + 3 ;;e 2 deI + Je ~ ; 

m 4 = àe 4 + 4 ~3 de1 + 3 Je ~ + 6 

f-L 2 = ;,(2 

f-i' 3 = de3 

242 
de2 ~ 1 + de 1; ~ 4 = ~4 + 3 de 2 

3. les morne nts de la loi bi nomia le 

Parmi les distributions statistiques, la loi binomiale joue un rôle 
primordia 1, tant sur le plan théorique que pratique. Il est donc d'autant 
plus surprenant que les traités habituels ne semblent pas donner une 
expression générale pour les moments correspondants. les notes diverses 
rassemblées ici sont peut-être une bonne occasion pour présenter une 
expression générale pour mr et qui sera alors transformée dans une formule 
pour les moments centrés. 

Dans le cas d'une variable aléatoire k qui suit une loi binomiale avec 
les paramètres 0 ~ k ~ n et 0 ~ p " 1, on obtient pour le moment ordinaire 
d'ordre r 

où q = - p (17) 

En déve loppant 

r 

k
r = 2 S(r, j) • k(o) 

j=O 1 
(18) 

et en demandant que 

k(j) = (~) ° 1 - 0 pour j > k 1 1. 

et o (j) - o , • S 
1. j, 0 

, (19) 
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on peut aussi écrire 

~ ~ j k-j n-k n(k) 
m = L L S(r, j) • k(~.) " p p q " -k '. 

r k=O j=O l 

:::: "'" "'"' 1 k S{"). k-j n-k. n(k) 
L T p (j)' r,l P q kT 

__ ~ i S(") ~ k-j n-k n(k) k(j} 
L P n ". rd L p q • -- 1 
j=O (1) k=O n{j) k. 

Or, on vérifie aisément que pour k ~ i 

et 

n(k) = 
n (j) 

(n- j) (k- j} 

k{j) = 1 
k 1 -,.,( k--"=j)-t • 

Avec les abréviations 

K = k - j et N = n - 1 

on a, par conséquent, 

r j "N K N-K 
m = L p ne)· S(rd) 2 p q 

r j=O 1 K=O 

r 

= ~ S(r,j)· ne>' pl 
j=O 1 

Ce résultatestla formule générale recherchée. Pour les premiers moments, 
on en déduit les expressions su ivantes 

m = l, ml = np , 
0 

m
2 

= np [(n-1) p + lJ = np (np + q) et 

m
3 

= np [(n-1) (n-2) p2 + 3 (n-1) p + 1 ] 

:::: np [(n p + q)2 + (n-l) pq] . 

(20) 

(21) 
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Passons maintenant aux moments centrés. E!1 insérant (20) dans la formule (4), 
qui est aussi valable pour r = 0, on arrive sans peine à 

r t 
p- == 2(r)m · (-m

l
) 

r t=O t r-t 

r r-t 
== L (;) L S (r-t, j) • n (") • pi. (- ml) t 

f=O i==O 1 

r r-k 
= :2 (~) (- np)k 2 S(r-k, j) • n(O) • pi 

k=O i=O 1 

(22) 

Des contrôles donnent en effet pour les premiers moments 

f-l'o 
== l , fJ-l = o , 

P'2 = npq , 

1--'-'3 
= npq (q-p) et 

P-4 
= npq [1 + 3 (n-2) pq] , 

ce qui est en accord avec les résultats que lion peut obtenir successivement 
et avec plus de peine en partant, par exemple, de la fonction caractéristique. 

Il est intéressant de comparer (20) à llexpression générale (6), cor on 
remorquera alors qu'un résultat particulièrement simple peut être attendu 
pour les moments factoriels, et ceci aurait pu nous servir de point de 
déport. En effet, il nlest pas difficile de montrer (les raisonnements 
ressemblent bien à ceux qui sont utilisés pour déterminer m ) que pour 
la loi binomiale on a r 

la vérification en est laissée au lecteur. 

JI slensuit que, dons ce cos, il nly a qu'un nombre fini de moments 
factorie ls pu isque 'f r == 0 pour r > n • 

(23) 

Des expressions analogues pour les moments dlune variable qui suit une loi 
binomiale négative (aussi appelée de P61ya ou de Pascal) slobtiennent 
de façon similaire. Les formules générales ont été indiquées auparavant 
dans Ilannexe à [4J. 
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