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Nous supposons que le processus original de comptage a été
transformé dans une fonction x(t) & deux valeurs +1 et -1, comme
nous |'avons décrit auparavant [1 ] Les changements d'états du
processus secondaire se produisent au moment de i'arrivée d'une
impulsion. La fonction d'autocorrélation est alors définie par |'espérance

R(§) = E {x(t) : x(t+8)} , (1)
ot la nouvelle variable § est le retard introduit artificiellement.

Tandis que la détermination de R(§ ) pour un processus de Poisson,
dont le taux de comptage est ¢ , est facile et donne une simple exponen-
tielle R(§) =exp (-2 ¢|8]), le calcul est beaucoup plus compliqué si
le processus a été perturbé par |'insertion d'un temps mort T du type
non cumulatif. Pourtant, le probléme a été traité il y a quelques années
déja par Landaud [2:] . A part quelques formules de récurrence, dont
['application n'est pas toujours facile, cet auteur finit par indiquer une
formule approximative pour le cas oT L 1, qui serait

R(S) = o 20(1+9T)8 )

Cette équation lui a servi a déterminer expérimentalement le produit ¢T
& partir de R(§ ), ce qui revient pratiquement & une mesure du temps
mort T . I f

Cependant, la méthode de dérivation pour (2) ne nous a pas semblé
trés satisfaisante, et c'est en particulier le début de la fonction qui serait

R(§) =~ 1-29 (1+9T)§ pour 93((],

qui nous a paru douteux. Il nous semblait que |'expression rigoureuse
pour les probabilités d'un processus de Poisson stationnaire, déformé par
la présence d'un temps mort, que nous avions calculée récemment,
devrait se préter & une détermination exacte de la fonction R(§ ),

au moins pour de petits retards § .
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Introduisons d'abord les abréviations suivantes:

S lelx' ("'“=?'|8| .

de méme que

T = pU8l-kT) = p-k-x et
[ -
T Tk

Pk(i)=i,°e . avec 0 & | <k

La probabilité W 8 ) d'observer exactement k impUIsiOhs dans

K
un intervalle de temps § , dont le début est choisi au hasard, est alors
donnée par [3] : ‘ ' ~ .

k-2

k-1 E o
-2.U(T) ;=Zo k=) - P () - f

+Ulyy) go (k+1-) = P () + Ak(t)} . @

_{o pour x £ 0
U(X) - {] " X > 0 ,
K est le plus grand nombre entier pour lequel

18> kT et e

0 pour k & K-1
Ak(t) =d(K+1) - (I+x) - " k =K
- K- (+x) "ok o= K+l

Puisque pour notre choix de x(t) la corrélation s'exprime par la somme

K+1 K ‘ . o
R(S) =k§o<-1) TW (8) (4)

[

la détermination de R((S) est essentiellement équivalente & celle des
probabilités W, (8 ). En raison de la complexité de ces expressions, le
probléme paraissait d'abord bien décourageant pour une valeur élevée de K.



La formule générale pour Wk(zg) nous permet d'attendre que

R pourrait se préter & un développement du type

R (8) ~ 2> Ck,i) - P () + DK) ,
k,j

ol CK(k,i) et D(K) sont des coefficients inconnus. La détermination

-

explicite de RK(S) pour les valeurs K de 0 & 4 a fait apparaitre, & notre

. . . iz . . . -
surprise, une simple régularité dans les coefficients qui se reconnait dans
le tableau suivant. '

Ci ko) K D (K)
k i=0 1 2 3 0 /X - 2
1 4 1 -3/ + 2
2 -8 -4 2 5/1 - 2w
3 12 8 4 3 | -7 + 2w !
4 -16 -12 -8 -4 4 N - 2w

C se révéle donc indépendant de K. Par conséquent, il était facile
de deviner la formule de R pour un K général, c'est-a-dire pour
n'importe quel décalage & , qui serait alors

K k-1 .
R (8= 1|4 > DTS TR0+ (0 EE - 2] L)
= i=0 |

Au moyen d'un raisonnement par récurrence (induction compléte) nous
avons finalement réussi & démontrer l'exactitude de cette hypothése
(voir Annexe 1). En particulier, on déduit maintenant de la formule
générale (5), pour K=0, c'est-a-dire pour l'intervalle 0« |5' £T ,
que R décroit de maniére strictement. linéaire

_ v 12918l
RO(S)— 1 -2 = TS5t (6)

Cela montre que |'approximation (2) est effectivement fausse dans ce
domaine car, en réalité, |'effet d'un temps mort est plutét de diminuer



la pente que de la renforcer. La fonction de corrélation pour de petits
retards est donc déterminée par le taux de comptage effectif Peff A [

comme il fallait s'y attendre. Néanmoins, la formule (2) peut étre trés
utile, non pas pour x {1, comme on |'avait affirmé dans [2] , mais

plutdt pour |§| »T. Bien que nous n'ayons pas encore réussi & traiter le

cas limite pour K>»1 de maniére rigoureuse, on peut fonder cette affirmation
sur un autre raisonnement,

Comme nous I'avons montré il y a longtemps [4] , une approxi-
- mation de la formule de Poisson, pour le cas ot celle~-ci est modifiée par

un temps mort T, peut se baser sur un développement en puissancesde T /§,
de sorte que ~

W, (8§) = P (k) %(")‘-u(k) | (7)
‘_k o <o 3 i !

od les 0(i sont des coefficients & déterminer. Si l'on se contente du

premier terme qui inclut I'effet du temps mort, on obtient
X
Wk(S)gPo(k)E+E-k((,L-k+l)] . i (8)

Par un petit calcul, qui est reproduit dans la seconde partie de I'annexe,
on en déduit pour la fonction de corrélation |'expression

R(S) o o 2H/A = 20 0+9D) 18]

ce qui est identique & la formule (2) proposée par Landaud. Celle-ci
est donc la forme limite pour |8| » T, ob les termes supérieurs de (7)
sont négligeables.

‘Dans la figure 1, qui montre le résultat d'une petite série de
mesures de la fonction de corrélation R(§), on indique la déviation par
rapport & la ligne droite initiale donnée par (6). On en déduit que la
nouvelle formule (5) est trés bien vérifiée par les mesures expérimentales.
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Fig. 1. Mesure expérimentale de |'autocorrélation R en fonction du

1

retard § pour un processus de Poisson avec ~ 20 x 103 s,
perturbé par un temps mort de T = 3,2s. AR(S) représente
|'écart par rapport & la ligne droite RO(S) =1-2A L

: distribution exacte



Annexe

1. Dérivation de la formule (5)

La preuve qui suit se base sur un raisonnement par récurrence.
Pour une explication lucide de cette méthode on consultera [5] .
Considérons la formule que nous cherchons & démontrer comme une
fonction de K. En la supposant correcte pour une certaine valeur de K,
on va démontrer qu'elle reste valable pour K+1.

Formons & partir de (5) la différence

D = Ry Ry

: K K
=x{4 D5 S (Ke1-i) Py )
i=0

- ¥ E2|;+3 2y + (2|<>L+1 ) ZH):]} .i

K
ax (D~ > K1) < Py )+ K—;[l} ,
=

ou

Ho o= DXL p -3 Kl'-P}‘ : Kl Al
k = G0y K"gO(J’") |<+1(')+(‘L’T' (A1)

Maintenant, cette méme différente est déterminée en partant de
['équation (4). On a

. s .
Rg = W =W 4.+ )T s W+ (DT W,

et de fagon andl»oéue

K+2

W K e . K i
Ria = Wo = Wit s (DT - Wi (o) Wicar * (1) g

K+1 K+1

|l< se réferent. a K+1,

Or, comme le montre la formule (3), Wk ne dépend de K que par

oV les primes nous rappellent que les probabilités W

I'intermédiaire du terme Ak , et il en est donc indépendant pour kL K-1.



Par conséquent, il suffit de prendre en considération les derniers termes
(& partir de k = K). D'ou

B K. 1. )
He = (-1) A (RK+1 RK)
— ] ] ] . L
= < [EWK‘ Wi +W|<+'2) (wK - WKH)] . (A2)

En insérant la formule générale (3) on obtient

K-2 K-l | K
H = go (K1) Py (D) - 2%«-1) : PK(i)+% (Ke1-0) - Py @

L |
[Z (K-) - P (.)-2§<K+1 ) Py ) - H+K+2J

K
F> K- P () - S
0

K-2 K-1 K+1
% (K=1-0) " P _ ](l)-2Z(l< P - o+ S

K-1
> (K-0) P )+ -

Z (K+1-j) - PK+](|)+ - KH
i=

oo
7

Parce que cette expression est identique & (A1), la preuve de la
formule (5) par récurrence est compléte.

2. La fonction de corrélation pour K > 1

En utilisant pour la probabilité d'observer k événements dans un
temps & | expressmn rapprochée donnée par (8), I' expressuon (4) nous
améne &

R(§) kEO( D P_k) I (HMZ( D k- P_k)

X k 2. S
-p—%(-l) kTP (k) (A3)



. Pour évaluer des sommes du type
0

= > (DK P (A4)
k=0 - ;

on a avantage & utiliser la décomposition [6] :
r
K= > 86D kg o r=h 2, (A5)
= |
ov kpy =k eol) - k-2 - - (k-j+1)

et S(r,j) est un nombre de Stirling de deuxiéme espece.

En insérc;nf Po(k) = ((J«k/k!!) + exp(- I.,b)‘, cela nous améne &

: oo k r
Z - e'“‘kzo i‘{—”,)— z] S(r, i) - k
= I:

)
i
'“2 G, nz i F‘z Sr1) + (- S L
t==]
Mais puisque (—_-I])—, = 0, on obtient
Zr = e—zl'bl:lz S(r,i) - (_HJ)I] , pourr 3y 1 . | (A6)
=1
On a donc
zy = &2,
-2
Z] = -W-e ot ’
22 ="°,(““'”'e_26b' o
Z3 = "(Ju(“lz - 3(JVY+ Al) . e_z(“l" ,  etc.

Nous en déduisons pour la forme limite (A3) de la fonction de corrélation

8).\,2 +Pl(]+“t)zl P’ z,

e a2xw) . (A7)



Pour x TS 1, ceci s'écrit aussi comme

R(S) ~ e-2(1+x)u

’

forme qui correspond & (2) .
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