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Abstract 

For results which follow a Poisson distribution it is 
frequently assumed that the estimated variance 
corresponding to an observation can be set equal to the 
measured value. It is shown, however, that by using 
these values for the determination of statistical 
weights, the ensuing mean value is systematically 
biased (essentially by one unit), whereas the 
corresponding variance remains practically unaffected. 

1. Introduction 

f 
11 est generalement admis que l'utilisation de poids statistiques, 

supposes connus, ameliore les estimations et qu'elle est donc a 
recommander. Leur emploi permet de tenir compte de la difference de 
qualite ou de fiabilite que l'on peut attribuer aux resultats de mesure 
dont on veut tirer le meilleur parti possible. 

Pour determiner les poids on se sert normalement des ecarts-types 
respectifs obtenus a partir de mesures repetees. Ainsi, en disposant de n 
resultats de la forme 

avec j = 1, 2, "', n , (1) 

on choisit habituellement pour leurs po.ids ;'; 

c/S} , (2) 

ou c est une constante arbitraire (par exemple c = 1). 

Ce choix est normalement justifie par l'observation suivante: a la valeur 
moyenne y de m resultats Yk' ayant tous la meme variance a~, correspond 
la variance a~/m, ce qui permet d'interpreter le poids statistique (2) 
comme une grandeur qui correspond a un nombre "effectif" de mesures 
supposees "elementaires". Ainsi, on propose comme moyenne ponderee des 
resultats (1) la valeur 

I gj Xj 
j -2 x 
I 

, avec gj Sj 
gj 

(3 ) 

j 
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En pratique, cependant, le resultat d'une telle ponderation est souvent 
loin d'etre satisfaisant. Ceci est tout d'abord le cas si l'on ne dispose 
pas d'un ensemble homogene d'ecarts-types, comme cela se produit 
habituellement pour des resultats de provenances tres diverses (par 
exemple lors d'une comparaison internationale). Mais il existe d'autres 
cas ou l'origine des ennuis est moins evidente, et cela est vrai, 
en particulier, si les incertitudes sont correlees. Dans de telles 
situations il est souvent prudent - en l'absence d'une theorie fiable, 
susceptible de nous renseigner sur le pro cede correct a suivre -
de renoncer a l'emploi de poids statistiques. 

2. Cas d'une distribution de Poisson 

11 arrive souvent qu'on soit amene a observer des evenements dont le 
nombre est suppose suivre la loi de Poisson. Dans ce cas, le resultat x 
d'une mesure est un nombre naturel (0, 1, 2, ••• , k, ... ) et la 
probabilite d'observer (dans un intervalle de temps fixe) x = k 
evenements est alors donnee par la formule 

k 
I-L -iJ. -e 
k! 

(4 ) 

ou iJ. est une constante positive, mais inconnue. Or, on sait que pourfun 
processus de Poisson l'esperance mathematique E(x), ainsi que la variance 
V(x), sont egales a iJ.. L'experimentateur en deduit habituellement que 
pour une mesure Xj = k on peut supposer que l'ecart-type est 
approximativement donne par s· = /k, ce qui donne pour le poids 
statistique gj = Ilk. 11 sembte qu'on fasse souvent ce raisonnement, 
comme le montrent de nombreuses representations graphiques. 

Supposons maintenant que l'on s'interesse a la determination de iJ.. Pour 
son estimation on prendra la valeur moyenne des mesures individuelles et, 
puisqu'on dispose egalement de poids statistiques approximatifs, on sera 
amene a former 

;'i 

E(x) (5) 

De maniere analogue, on determinera le deuxieme moment 

(6 ) 
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Puisque la variance est definie par 

V(x) 

on formera 

(7) 

Dans ce qui suit on va essayer de determiner ces deux premiers moments, 
en admettant que k suive la loi (4). 

La p1upart des sommes a eva1uer peuvent etre ramenees au type suivant 
(avec r = 0,1,2, ••• ) 

! (8a) 
k=O 

11 s'agit donc de moments ordinaires d'ordre r d'une distribution de 
Poisson. Or, ceux-ci sont bien connus et s'expriment (voir par exemp1e 
[1]) a l'aide des nombres de Stirling de seconde espece, par la formu1e 

r 

2: S ( r , j) !lj 
j=l 

)8b) 

Toutes 1es expressions du type (8) peuvent donc etre supposees connues, 
et en particu1ier on a 

!l , (8c) 

m2 !l + !l2 • 

Pour disposer des le debut d'une certaine vu~ d'ensemb1e sur 1es 
resu1tats auxque1s on peut s' attendre:-'nous avons ca1cu1e numeriquement, 
a l'aide d'un ordinateur, 1es sommes intervenant dans 1es relations (5) 
a (7). Ce ca1cu1 a ete effectue pour deux choix differents des poids gk' 
comme on l'exp1iquera plus loin en detail. Les resu1tats ainsi obtenus 
sont rassemb1es dans le tableau 1 et suggerent nettement pour 1es moments 
l'existence de simp1es va1eurs 1imites (pour !l» 1). 11 nous sera 
possible d'exp1iquer cette observation par une evaluation exacte des 
sommes en question. 
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fJ. x x 2 a2(x) 
avec avec avec 

19 2g 19 2g 19 2g 

1 1,304 0,582 2,063 1,000 0,363 0,661 
2 1,734 1,313 4,012 3,313 1,004 1,589 
3 2,311 2,157 7,297 7,314 1,955 2,661 
4 3,034 3,075 12,361 13,224 3,158 3,771 
5 3,879 4,034 19,529 21,136 4,479 4,863 
6 4,813 5,015 28,947 31,075 5,786 5,925 
7 5,798 6,006 40,620 43,038 7,008 6,962 
8 6,808 7,003 54,481 57,019 8,134 7,981 
9 7,827 8,001 70,455 73,009 9,188 8,991 

10 8,848 9,000 88,483 91,004 10,198 9,996 
11 9,866 10,000 108,531 111,002 11,187 10,998 
12 10,882 11,000 130,583 133,001 12,169 11,999 
13 11,895 12,000 154,630 157,000 13,149 13,000 
14 12,905 13,000 180,669 183,000 14,132 14,000 
15 1'3,914 14,000 208,703 211,000 15,117 15,000 
16 14,921 15,000 238,730 241,000 16,105 16,000 
17 15,927 16,000 270,754 273,000 17,094 17,000 
18 16,932 17,000 304,773 307,000 18,086 18,000 
19 17,936 18,000 340,790 343,000 19,079 19,000 
20 18,940 19,000 378,804 381,000 20,073 20,000 

25 23,954 24,000 598,853 601,000 25,053 25,000 

30 28,963 29,000 868,882 871,000 30,042 30,000 

35 33,969 34,000 1188,902 1191,000 35,035 35,000 

40 38,973 39,000 1558,916 1561,000 40,029 40,000 
,,~ ~,. ,-.r. , 

45 43,976 44,000 1978,926 1981,000 45,026 45,000 

50 48,979 49,000 2448,934 2451,000 50,023 50,000 

valeurs 
limites fJ. - 1 fJ.( fJ. - 1) + 1 fJ. 

Tableau 1 - Resultats d'une evaluation directe des deux premiers moments d'une 
variable aleatoire x qui est supposee suivre une distribution de 

Poisson, avec deux choix differents pour les poids (lg ou 2g ; voir texte). 
Les valeurs limites sont pratiquement atteintes avec fJ. ~4 pour x et avec 
fJ. '77 pour a2 (x). 
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3. Premier choix des poids 
4; 

Si I' on choisit pour le resultat k le poids gk = Ilk, on rencontre 
immediatement une difficulte pour l'observation k = O. Elle peut et re 
surmontee (bien qu'un peu artificiellement) en excluant ce cas, 
c'est-a-dire en ne sommant que sur les valeurs de k a partir de 1. 
Pour ~ »1 le probleme disparait pratiquement puisque Po est alors 
negligeable. 

Si l'on procede de cette maniere, il nouS reste a evaluer pour les deux 
premiers moments, d'apres (5) et (6), les expressions 

ou la somme 

IX 

x 2 
1 

A 

= 

ex> k ~k 

~ k k! 
e-~ 

ex> 1 ~k 
I-- e-~ 

1 k k! 

I 
k=l k k! 

e~ - 1 
- et 

A 

est difficile a determiner. On reviendra sur ce point plus tard 
(section 5). 

4. Deuxieme choix des poids 

(9) 

(10) 

(11) 

Pour eviter le probleme precedent ~-avec k'= 0, on peut essayer de 
modifier"legerement les poids, par exemple en choisissant 

On s' attendra alors, au moins pour ~ »1, a peu de changements dus a 
cette modification. D'autre part, s'il arrive que les sommes 
correspondantes puissent etre evaluees rigoureusement, on disposera pour 
ce domaine de resultats fiables. 
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Les nouveaux poids donnent lieu aux expressions qui suivent. D'abord, 
on a pour le premier moment 

avec B 
<X) k Ilk 
I--
I (k+l)! 

On trouve faci1ement que 

et c = 

B 

C 

<X) Ilk 
I--
o (k+l)! 

1 <X) Ilk 1 
C = - I = _ (ell - 1) . 

11 k=1 k! 11 

Par contre, l'eva1uation de Best un peu plus difficile, 
par exemp1e, procE~der comme suit: 

1 <X) k Ilk+1 1 <X) (k-l) Ilk 
B = - I - I 

11 1 (k+l)! 11 2 k! 

1 (k-l) Ilk (-1) 110 1 co 

+~}J n { O! 11 0 k! l! 

1 <X) k Ilk 00 Ilk 1 
[I-- I-+ IJ = - [e Il( 11-1) + 1 J . 

11 o k! 0 k! 11 

(12) 

(13) 

mais on peut, 

(14) 

Dne autre possibi1ite de determiner R m'a ete indiquee aimab1ement par 
Mme M. Bouti110n qui utilise l'astuce suivante. En remarquant que 

d k Ilk+1 

dll [(k+l)!J 

k(k+l) Ilk Ilk 
= 

(k+l H ~" (K,~ 1) ! 

on peut aussi ecrire (en intervertissant somme et integration) 

1 <X) Ilk 1 <X) k-l 11 
B = - I f dll III I dll 

11 1 (k-l)! 11 1 (k-l)! 

1 00 Ilk 1 11 
- III dll I- III ell dll 
11 0 k! 11 0 
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Or, eette integra1e est bien eonnue et l'on obtient 

B 

Ce1a nous permet done d'eerire 

= 
B 

C 

d'oil l'on tire, pour ~ »1, 

= 

2X -+ ~ - 1 • 

eomme preeedemment. 

~ 
-----1, 

Pour le deuxieme moment, on a maintenant 

D 

C 

oil C a ete determine plus haut et 

D 
1 00 (k-1)2 ~k 

= -I---
~ 1 k! 

d'oil (en app1iquant (4) et (8)) 

1 00 

- I (k 2 - 2k + 1) Pk 
~ 1 

I1 en resu1te pour le deuxieme moment 

2 x
2 = 

~ - 1 + it (1 - e -~) 

1. (1 - e -~) 
~ 

= 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 
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Pour j..l. »1 on a donc 

(20) 

Enfin, i1 en decoule, d'apres (7) , pour la variance, en utilisant (15) 
et (19) , 

20'2 (x) 
j..l.( j..l.-1) 

- [ j..l. IF + 1 
1 - e-j..l. 1 - e-j..l. 

j..l.2 _ j..l. + 2j..l. j..l.2 
= 

1 - e j..l. (1 - e j..l.)2 

1 - e 

j..l. 
j..l. (j..l. + 1 - -l---e~j..l.) • (21) 

11 s' ensui t pour j..l. »1 que 

(22) 

Les relations (15), (19) et (21) peuvent etre utilisees pour verifier les 
valeurs numeriques dutableau 1, obtenues par un calcul direct. 

f 
De plus, les relations asymptotiques (16), (20) et (22) expliquent bien 
les valeurs limites suggerees dans ce tableau. 

5. Retour au premier choix 

Les evaluations exactes pour le premier choix des poids n'ont pas pu 
se faire, car la determination de la somme (11) a resiste a nos 
tentatives. On peut maintenant se rendre compte qu'il y a de bonnes 
raisons pour cela. 

En utilisant l'astuce due a Mme Boutillon, decrite auparavant, 
c'est-a-dire . ' "t," ..... ' .. 

d j..l.k k-1 

[kiT] 
j..l. 

dj..l. k! 

on peut aussi ecrire pour (11) 

CD j..l.k-1 1 I j..l.k ej..l. - 1 
A L !-dj..l. = J- - dj..l. = f dj..l. . 

1 k! j..l. 1 k! j..l. 
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Or, en utilisant une relation connue (voir [2], par exemple), on a, 
pour !.I. > 0, 

A 
!.I. eX - 1 
J dx Ei(!.I.) - In !.I. - Y , 
o X 

ou Ei(!.I.) est une integrale exponentielle et y - 0,577 216 est la 
constante d'Euler. 

(23) 

A l'aide de tables numeriques pour Ei(!.I.) - ou des fonctions qui y sont 
associees [2] - on peut dresser le tableau 2. 

!.I. Ei( !.I.) A 

1 1,895 1 1,317 9 
2 4,964 2 3,683 8 
3 9,933 8 8,258 0 
4 16,630 9 17,667 4 
5 40,185 3 37,998 6 
6 85,989 8 83,620 8 
7 191,505 188,982 
8 440,380 437,723 
9 1 037,88 1 035,10 

10 2 492,23 2 489,35 

Tableau 2 - Quelques valeurs numeriques pour l'integrale exponentielle 
et la somme A donnee par (23). 

A l'aide de ces valeurs de A il est facile de verifier (au moins pour 
!.I. ~ 10) que l'application des expressions (9) et (10) permet de retrouver 
les valeurs correspondantes dans le tableau 1. 

Il nous reste, cependant, a comprendre leur comportement asym~totique. 
Pour y arriver, on peut utiliser la"s@"ri.e sem;i..-convergente [3J 

Ei(!.I.) (24) 

de laquelle on peut tirer, pour !.I.» 1, l'approximation 

A 
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Cela permet donc de parvenir, avec (9) et (10), pour les deux premiers 
moments, aux valeurs limites 

el-1 - 1 el-1 - 1 
IX ~ ( ) (1-1 - 1 - 1/1-1) 1-1 - 1 

el-1 
- , 

A 
(25) 

et 

x 2 
1-1 el-1 1-1 el-1 

~ (1-1 - 1 - 1/1-1) - 1-1( 1-1 - 1) - 1 , 1 A el-1 
(26) 

et pour la variance 

1 cr2(x) x 2 
_2 

(1-1 - 1 - 1/1-1) 2 - IX ~ 1-1(1-1- 1)-1 -1 

(27) 

toujours dans le cas 1-1» 1. Les relations (25) a (27) expliquent bien 
le comportement asymptotique des moments que nous avons observe dans le 
tableau 1 pour le premier choix des poids statistiques. 

6. Conclusions 

L'exemple que nous venons de discuter de fa~on assez detaillee 
ne presente pas beaucoup d'importance en lui-meme, mais il permet 
d'illustrer quelques points qu'il conviendra peut-etre de retenir. 

Tout d'abord, il nous montre que l'application de poids statistiques est 
pleine de pieges car, meme dans le cas etudie ci-dessus, ou l'on dispose 
d'estimations homogenes et non correlees des variances, leur application 
systematique sous forme de poids peut induire en erreur. Puis, il nous 
rappelle que le bon sens ne peut pas etre remplace par un exces de zele. 
Car finalement l'origine de l'erreur reside dans un mauvais raisonnement 
qui oublie que les poids devraient se fonder sur la meilleure estimation 
de la variance dont on dispose, et .ce.,lle-ci,' s'appuyant sur l'ensemble 
des observations, est evidemment la meme pour tous les resultats 
observes. Dans cette optique, l'emploi de poids se revele superflu et 
l'on a tout simplement 

E(x) 

comme on pouvait s'y attendre. 

11 n'est pas surprenant que l'emploi (non justifie) de poids qui 
favorisent les valeurs basses des observations donne lieu a un premier 
moment x qui est inferieur a 1-1; par contre, le decalage constant d'une 
unite est moins evident. De plus, le fait que la ponderation n'a 
pratiquement aucune influence sur la variance n'etait certainement pas 
previsible. 
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Le resultat de cette petite etude a deja ete mentionne dans [4], ou il 
nous a servi d'illustration. Une version tres abregee en a ete presentee, 
le 13 novembre 1984, lors d'une conference intitulee "Faut-il toujours 
ponderer les resultats de mesures?" au personnel du BIPM. 
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