
Rapport BIPM-80/6 

Un nouveau regard sur les probabil ih~s a priori* 

par J(jrg W. Muller 

Bureau International des Poids et Mesures, F-9231O Sevres 

Summary 

The well-known Bayes theorem which establishes a probabilistic link 
between observed random events and their possible "causes", allows us 
for a series of measurements to dispose at any time of an updated 
knowledge for instance on a parameter 9 which characterizes the under
lying distribution law. 

Previous discussion was mostly centered on the assignment of the a priori 
density f(9), and in particular for the situation where nothing is known 
about 9i it was usually concluded that there does not exist a well defined 
form of f(9) corresponding to complete ignorance. However, a paper t 

·by E.T. Jaynes actually shows that this is not the case. We describe 
in some detail his interesting analysis which leads for the two important 
cases of a Poisson and a binomial variate to an unambiguous determination 
of their respective prior distributions. They both differ markedly from 
a constant probability density which is sometimes assumed to describe 
ignorance. 

1. Introduction 

Dans toute introduction aux notions elementai,res de probabilite on rencontre 
necessairement le theoreme de Bayes. En 'Edfet~ celu'i-ci n1est qu1une application 
particul iere de la definition de probabil ite conditionnelle et par consequent 
i I repose sur des bases que lion ne saura it mettre en doute. 

On peut considerer ce theoreme comme etabl issant un I ien entre nos connaissances, 
par exemple sur un parametre connu, telles qu 'elles se presentent avant et apres avoir 
tenu compte du resultat d'une experience qui apporte une information supplementaire. 

* L 'essentiel de ce rapport a fait I'obiet d'un expose presente le 6 decembre 1979 
Cl la Section des Rayonnements lonisants du BIPM. 
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Dans une ecriture habituelle la formule de Bayes prend la forme 

P(A. I B) = 
I 

P(B I A.) . P(A.) 
I I 

n 
2 P(B I AJ • P(AJ 
i= 1 I I 

ou les A 1 I A2 I ••• I An sont des evenements , avec des probabil ites (absolues) 
P(Ai) supposees connues , qui s'excluent mutuellement et qui forment 
un systeme complet I tandis que 

B est un evenement pour lequel on dispose des probabilites conditionnelles 
P(BIAi)· 

(1) 

Puisque le denominateur dans (1) I qui joue le role d'une constante de normal isation , 
est egal 0 P(B) I 0 I il ne depend pas de Ai. On a donc pour tout i la proportion
nalite 

Dans une interpretation courante de cette formule* on considere B comme 
le "resultat" des "causes" eventuelles Ai. Dans cet esprit on appelle 

P(Ai) les probabil ites a priori et 

" " a posteriori des "causes" Ai I 

(2) 

et parfoison designe aussi P(B I Ai) comme vraisemblance. La formule (2) exprime 
le fait que la probabilite a posteriori varie comme la probabilite a priori multipliee 
par la vraisemblance. 

Les probabilites P(Ai) et P(Ai I B) representent donc notre connaissance (ou opinion) 
relative aux "causes" Ai avant et apres avoir effectue une experience qui a conduit 
au resultat B. Le theoreme de Bayes permet alors de combiner la connaissance 
anterieur~ sur Ai avec la nouvelle informa ... i0n provenant de I'evenement B I 
pour en deduire une estimation renouvelee sur la probabilite des differentes "causes" 
Ai. Ce procede est iteratif et I'incorporation successive d'une serie de resultats B 
permet de disposer d'une appreciation de tous les Ai qui soit constamment "0 jour". 

Dans le cas frequent OU les "causes" s'expriment par un seul parametre continu 9, 
tandis que les evenements B sont toujours discrets , le theoreme de Bayes prend 
la forme 

P(B I 9) . f(9) 
g(9) = f P(B I 9) • f(9) d9 

* En principe, cette maniere de s'exprimer n'est evidemment pas justifiee car 
I 'existence d'une correlation ne permet pas d'indiquer la direction d'une even
tuelle liaison causale. 

(3) 
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oD f(9) est la densite de probabil ite a priori pour le parametre 9 a determiner, 
tandis que g(9) est la densite a posteriori. 

Inutile de dire que toutes ces formules sont bien connues depuis fort longtemps et 
que leur validite ne suscite aucun doute. 

Or, aussitot que lion essaie de les appl iquer, des problemes surgissent concernant 
les probabilites a priori qui sont souvent mal connues. Leur estimation (ou, le cas 
echeant, celle des densites correspondantes) semble trop souvent etre basee sur 
des raisonnements subjectifs qui, en depit de Ilinformation apparemment identique 
dont disposent differents evaluateurs, peuvent diverger de fa<$on considerable. 
Ce fait a reduit de beaucoup Ilinteret pratique du theoreme de Bayes. En conse
quence, dlautres methodes dlestimation dites objectives ont ete developpees 
pendant les dernieres decennies (comme les II confidence intervals ll ou les 11 fiducial 
intervals ll

, respectivement par J. Neyman et R.A. Fisher), reduisant apparemment 
la methode de Bayes a une curiosite interessante, mais souvent inutilisable en pratique. 

2. Llignorancetotale 

Le probleme de la connaissance des probabil ites a priori est particulierement 
ardu dons le cas oD lion commence par une situation qui correspond a Ilignoranc~ 
totale. Cest a ce moment que lion est tente de se servir du IIpostulat ll de Bayes 
pour sortir de Ilimpasse. Celui-ci propose que dons ce cas toutes les probabilites 
a priori P{Ai) devraient etre considerees comme etant egales. Ce postulat, aussi 
connu sous le nom de IIprincipe de Ilignorance ll

, conduit pour un parametre continu 
9 a une densite de probabilite uniforme dons tout le domaine des valeurs possibles. 

Or, ce postulaf est fort suspect. 11 a certes trouve, depuis Laplace, des defenseurs 
renommes, mais dlautre part iI est difficile de fermer les yeux sur le fait que son 
application generale mene a des contradictions logiques. Ceci semble da au fait 
que la notion dlignorance est trop vague et echappe a une definition precise. 
Les commentaires faits a cet egard dons les traites de statistique, meme les plus 
reputes, spnt peu satisfaisants et Pon reste StJr'sa farm. 

Cest exactement a ce point critique que la situation, qui etait bloquee et nlabou
tissait quia des discussions aussi longues que steriles, a change considerablement, 
a ce qulil nous semble. Ce progres est da au physicien Edwin T. Jaynes [lJ qui 
a publie, iI y a plus de dix ans deja, un article dons lequel le probleme des distri
butions a priori est aborde de maniere tout a fait nouvelle et probablement resolu 
une fois pour toutes. Ce nlest que tres recemment que F.G. Perey (Oak Ridge 
National Laboratory, USA) a attire notre attention sur ce travail qui semble avoir 
echappe a presque tout le monde. Le present rapport nla dlautre but que de sou
ligner I I importance de cette publication en lui empruntant deux exemples pratiques 
qui nous paraissent bien illustrer son interet general. 

L lidee de base de Jaynes consiste dons un approfondissement de la notion lIignorance ll
• 

On peut presque dire (au moins retrospectivement) que Jeffreys [2J ' qui slest 
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penche sur ces problemes pendant longtemps et avec beau coup de perspicacite, 
etait tout pres de la meme solution en suggerant de choisir comme distributions 
initiales, qui refletent notre ignorance totale, celles qui sont invariantes sous 
toutes les transformations les plus plausibles des methodes de mesure. Contra ire
ment Cl I'avis de la majorite des statisticiens, il etait convaincu qu'il nlya rien 
d'arbitraire dans leur choix et quliJ n'existe qulune seule distribution correcte. 
11 convient, cependant, de distinguer c1airement entre une heureuse idee generale 
et son application pratique, surtout dans un domaine aussi controverse que celui-ci. 

Pour faciliter, dans les exemples qui suivent, la comparaison avec le texte original 
de Jaynes, on ajoutera, chaque fois que cela semble utile, la numerotation de ses 
equations 11 (J .• )" Cl la notre. 

3. Loi de Poisson 

Pour un processus de Poi sson, I a probab i lite qu I exactement k evenements 
se produisent pendant une duree test donnee par 

k 
P(kI8) = (~~ e-

8t 
(4) = (J 55) 

oD e est le taux de comptage du processus que nous cherchons Cl estimer. Avant t 
la premiere observation nous sommes completement ignorants sur la valeur de 8, 
dont la dimension est s-l 

Admettons deux observateurs qui utiJ isent differentes echelles de temps (horloges). 
Leurs determinations de la duree d'un interval le de temps sont alors I iees par une 
relation du type t 1 = q' t2 ' et lion a par consequent pour les tau x respect ifs 
82 = q.81 • Pour exprimer leur ignorance, les deux observateurs utilisent des densites 
a priori que no us designons par fl (8 1) pour Pun et par f2(82) pour I'autre. Pour 
que ces densites soient mutuellement coherentes, iI faut demander que 
fl(8 1) d81 = f2(82) d82 , d'oD lion tire fl(81) = q.f2(82)' D'autre part, le meme etat 
d'ignorance implique que f1(8) = f2(8). ~? ,9e,r'lsite q,priori que nous cherchons 
Cl determiner doit donc obeir Cl I'equation fonctionne'lle f(8) = q' f(q8), dont la 
solution est 

f(8) =co~st. , (5) = (J 58) 

comme on le verifie aisement. Seule cette fonction garantit que toutes les echelles 
de temps sont equ iva I entes. 

11 est vrai que (5) nlest pas normal isable, mais ce petit defaut est sans consequence 
pour la determination de la densite a posteriori puisque f(8) apparait dans (3) 
au numerateur et au denominateur. 

Appl iquons maintenant ce resultat, sans doute un peu surprenant, pour en deduire 
la densite a. posteriori correspondante. En utilisant (3) et (4) on arrive, avec 
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k -~ 
t rv . e u,k-]-f.t-
~. k! r·e 

-CD~--k---P'-- = (k-1)! 

tf l.~ ·e dLV 
~ k! f 

(6) 

o 
CD 

puisque f [.1k. e -p.; dp; = k! • 11 s'agit donc d'une densite gamma (ou distribution 
o d'Erlang). 

Le calcul des moments de I'ordre s de rv donne 

CD 

ms(~) = f p--s.g(p-) d~ = 
o 

d'oD lion deduit que 

= m](~) = k et 

(k + s - ])! 
(k - 1) ! 

2 
= m2(~) - m](~) = k . 

(7) 

(8) 

Cette estimation de P' semble toute naturelle. Elle est beaucoup plus convaincante 
que I'ancien resultat obtenu en se basant sur une distribution a priori uniforme 
pour p-->O et qui donnait (voir par exemple [3J, ou aussi [4J pour plus de details) 

resultat qui etait toujours difficile Cl expl iquer. Au lieu d'une densite a priori 
uniforme pour e (ou pour \-A'), qui entraine,"fpar ail\'~urs, les memes ennuis 
de normalisation, on a aussi propose une densite a priori de la forme 
f{p') = c'e-c\-l- pour p.,>0 [5J, mais elle conduirait egalement au resultat (9), 
juge peu satisfaisant. 

11 est interessant, dans notre exemple, de voir comment la formule de Bayes 
s'applique dans le cas dlune situation repetitive oD il importe de tenir compte 
de nouveaux resultats au fur et Cl mesure que ceux-ci sont disponibles. Puisque 
Cl chaque etape de renouvellement Ilancienne densite a posteriori devient la 

(9) 

nouvelle densite a priori, une ecriture un peu plus generale est pratique. Definissons 
des densites gammas par 

] y-] - P-
Gr(p-) = (y-1)! • ~ • e , (10) 

oD les resultats des r premieres mesures, clest-Cl-dire k1' k2' ••• , kr' entrent 



sous I a forme 

y = K 
r 

r 

= k + L k. 
o j=l I 
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Le parametre ko decrit, sous forme d'un resultat reel ou fictif, nos connaissances 
sur P' avant de commencer I es experi ences. Si apres r - 1 mesures nous pouvons 
identifier la densite a priori Cl une densite gamma telle que 

on peut alors montrer que !'on reste toujours Cl I'interieur de la famille gamma 
et que 

La demonstration est donnee dans l'Annexe A. 

D'apres (8) on a de fa~on generale pour le parametre P" qui est maintenant 
decrit par (13), la relation 

Tandis que pour une densite initiale rectangulaire (ou uniforme), ainsi que pour 

(11 ) 

( 12) 

( 13) 

(14) 

le choix f(p-') = Go(!-l') = e-P; , on trouve ko = 1, la densite obtenue par Jaynes 
f(fJ-') rv 1/p.- correspond Cl ko = o. Son emploi comme representation de notre igno
rance initiale conduit seul Cl I'estimation 

r 

E(fJ-') = V(pt) = L k. , 
j=l I 

pour r ?- 1 , (15) 

qui correspond Cl ce que !'on obtient par d'autres methodes d'estimation ainsi qu lau 
resu I tat suggere par le 11 bon sens 11 • 

';f~ .",,, ,-••• 

4. Loi binomiale 

Ce deuxieme exemple, que no us empruntons egalement au travail de Jaynes, 
est un peu plus complique, mais fort interessant. 11 nous amene Cl un resultat assez 
surprenant, au moins Cl premiere vue, mais qui se revelera comme possedant des 
proprietes tout Cl fait appropriees. 

Pour des epreuves de Bernoull i iI est bien connu que la probabil ite d'observer k 
IIsucces ll pour n IItentatives ll ou lIessais ll s'exprime par la loi binomiale 

(16)= (J59) 

oD 9 es t I a probab iI i te pou run 11 su c ces 11. De nou veau on se propose de determ i ner 
la distribution a priori f(9) qui corresponde Cl I'ignorance complete que nous 
avons Cl I'egard de 9 avant d'avoir effectue une experience appropriee. 
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Suivons brievement le raisonnement fort interessant de Jaynes* [lJ. On suppose 
que f(9) decrit la repartition des opinions personnelles d'un grand nombre 
d' individus. Est-it possible alors - bien que chaque personne ait une certaine 
opinion (peut-etre un prejuge) - que cette population dans son ensemble ignore 
tout sur 9? Dans I 'affirmative , iI se posera le probleme de determiner la forme 
de la distribution f(9) qui decrit cette confusion totale des esprits sur la valeur 
de 9. 

Supposons maintenant qu'avant d'entreprendre une experience une nouvelle information 
(appelee B) soit donnee simultanement Cl tout membre de la population consideree. 
En consequence, chacun changera son opinion en incorporant cette nouvelle piece 
d'information Cl sa maniere. Cette adaptation sera decrite par la formule de Bayes. 
Avec la notation utitisee dans (1) et en designant par A I'opinion (personnelle) 
originelle (c'est-Cl-dire avant la connaissance de B), nous pouvons dire que la . 
probabi I ite a priori pour un succes est 

P(A) = 9
1 

avant d'avoir pris connaissance de B, 

mais 

P(A I B) = 9
2 

apres avoir appris B. 

Les evenements A et A ("non A") sont exhaustifs, d'oD 

P(A) + P(A) = 1 • 

D'apres la formule de Bayes (1) on a donc pour tout membre de la population 
la relation 

P(A I B) = P(B I A) • P(A) 

P(B I A) • P(A) + P(B I A) • P(A) 

Or, avec (17) et en posant P(BIA)/P(BIA) =0( , on peut ecrire (18) sous la 
forme equivalente 

~J ~,. ...... , 
<); 

( 17a) 

(17b) 

(18) 

(19) = (J 62) 

qui exprime la relation entre I'ancienne (91) et la nouvelle (92) opinion sur 9. 
L 'astuce d'incorporer I 'information B nous a donc permis d'etablir une transfor
mation qui projette I'espace du parametre 9 sur lui-meme. 11 s'agit maintenant 
de tirer le meilleur profit de (19) pour en deduire la distribution a priori de 9. 

* Ce "resume" n'a pas la pretention de contenir toute la richesse des expl'ications 
donnees par Jaynes; I 'etude de I 'original sera indispensable pour tout lecteur 
desireux de comprendre les idees de base. 
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Admettons que la population, dans son ensemble, n'ait rien Cl apprendre de 
I'information Bet qu1elle reste donc dans un etat de confusion generale Cl I'egard 
de 9. Or, si 91 est decrit par la densite de probabilite f1(91) et 92 par f2(92), 
cet etat persistant d'ignorance complete impl ique que 

(20a) = (J 64) 

et lion en deduit que f1 et f2 sont les memes fonctions, d'oD 

(20b) = (J 65) 

Dans ce qui suit tous les details mathematiques qui completent la presentation 
de Jaynes mlont etefournis par Mme M. Boutillon, Cl laquelle j'ai pris I'habitude 
de m 'adresser dans les situations desesperees. 

A partir de (19) on obtient par differentiation 

= 

et il decoule de (20a) que 

La differentiation de (22) par rapport Cl 0( donne 

df(9
2

) 
f(9

2
) + 0(. do< = 2 9

1 
(1 - 9

1 
+ ex 9

1
) • f(9

1
) 

Puisque . 

et 

on peut, Cl Paide de ces relations, remplacer (23) par 
2 

(1- 9
1 
+ 0( 9

1
) 91'(1-9

1
) 

f(9 ) • +0( • • f'(9 ) = 
1 D( (1 _ 9 + 0( 9 )2 1 

1 1 

(21) 

(22) = (J 66) 

(23) 

(24) 
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df(9
2

) df(9
1
) 

oD lion a ecrit f'(9 1) pour ~ = d9 
2 1 

Pour o( = 1 et en posant 9
1 

= 9 , on obtient 

f(9) + 9( 1 - 9) • f' (9) = 2 9 . f(9) • (25) = (J 67) 

11 est facile de verifier que cette equation differentie1le a pour solution 

f(9) = const. 
9(1-9) , pour 0 < 9 < 1. (26) = (J 68) 

Cette forme de la densite a priori f(9) slecarte tres nettement d lune densite 
rectangulaire de 9 (entre les I imites 0 et 1) a laquelle on pourrait etre amene 
par le raisonnement fautif qui admet qu'ignorance equivaut a probabilite constante 
pour tout le domaine des valeurs possibles de e. 

On remarquera que (26) est une densite "impropre" puisqu'elle ne peut pas etre 
normalisee. Nous avons deja note la meme propriete pour (5) qui est valable pour 
une distribution de Poisson. 11 se pourrait qu lelle soit generale pour des dens ites 
exprimant une ignorance totale. 

f 
Pour la loi binomiale I'application du theoreme de Bayes (3) pour determiner la 
densite a posteriori g(9) de la probabilite 9 donne lieu a des considerations 
analogues a celles que nous avons faites a I'egard de la loi de Poisson (voir section 3). 

Cette fois le resultat d'une mesure ou d'une experience consiste chaque fois en 
une paire de valeurs indiquant le nombre k de "succes" remportes pour n "essais". 
Pour une serie de r mesures on dispose donc des couples 

Pour des fonctions appartenant a la "famille" beta nous utilisons I'ecriture 
~I / 

B (9) = 
r 

avec 0 <; 9 <; 1, 0( > 0 et ~ > 0 , 

1 

oD C(o(,~) = 190(-1 (1 - 9)~-1 d9 = 

o 
assure la normal isation. 

Si lion ecrit comme auparavant 

r 
K = k + 2. k. 

r 0 j=l I 

r (o(). r(~) 

r (0( +~) 

(27) 

( 11) 



et de fac;on analogue 

N 
r 

= n + 
o 

r 

L n. 
j=1 I 
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iI est possible de faire les identifications suivantes 

0< = K 
r ' 

P =N - K • 
r r 

On supposera que la densite a priori contient toute I 1 information acquise 
precedemment (donc jusqu1er la mesure numero r - 1) tandis que la densite 
a posteriori tient egalement compte de la nouvelle mesure r. 

( 111) 

(28) 

Par analogie avec la situation consideree pour la loi de Poisson, on peut maintenant 
exprimer la densite a priori par 

f{a) = B
r
_

1 
(a) 

tandis que la densite a posteriori est 

g{a) = B (8) • 
r 

Pour montrer que cette simple identification est valable, il suffit d ' inserer(29) 
dans la formule de Bayes, ce qui est fait dans l'Annexe B. 

Par consequent, les densites de a sont toujours des membres de la famille des 
fonctions beta et seuls les parametres K et N changent selon I 1 information dont 
on dispose er un moment donne. 

Considerons maintenant les moments. Pour une variable a qui suit la densite 
beta (27), le moment ordinaire d'ordre s est donne p,pr (voir [4J ou tout traite 
de statistique)" ~" . 

m (a) 
s 

1 

= f as. Br{a) da = 

o 
11 s'ensuit pour la valeur moyenne 

et pour la variance 

s-1 _/ . n V\+ I 
j=1 0(+ P + j 

= r{O( +P) . r{o<+s) 
r(oC+p+s) • r{o() 

(29) 

(30) 

(31) 

{32a} 

(33a) 
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A Ilaide de (28) on a donc egalement 

K 
r 

E(9) = N 
r 

V(9) = 
K (N -K) 

r r r 

N2 (N + 1) • 
r r 

On remarquera que la distribution a priori (26) qui exprime I I ignorance complete· 
correspond dons la notation de (27) Cl 0( = ~ = 0, donc Cl ko = no = O. Pour la 
premiere experience (r = 1) et sans connaissance prealable, on a par consequent 

V(9) = 

tandis que pour r > 1 ces deux moments sont donnes par (32b) et (33b), ou Ilont a 
maintenant 

r 

K = 2: k. 
r j= 1 I 

et N 
r 

r 

= 2: n. 
j=l I 

(32b) 

(33b) 

(34) 

Notons que ces resultats different de ceux que Pon obtient en partant dlune densite 
rectangulaire 

f*(8) = {1 ~our 0 _ <. 8 < 1 
o a Ilexteneur 

(35) 

qui correspondrait Cl 0( = ~ = 1, clest-Cl-dlre.;.ko = 1 'et no = 2. La forme (35), 
qui passe traditionnellement pour la densite Cl utiliser en Pabsence de connaissance 
sur 9, nous aurait amenes, pour une seule mesure (r = 1), aux moments 

k + 1 
E*(9) = _1_ et 

n
1 
+2 

V*(9) = 
(k 1 + 1) (n 1 - k 1 + 1) 

2 
(n

1
+2) (n

1
+3) 

(36) 

expressions qui ont toujours ete difficiles Cl accepter puisqulelles introduisent un biais 
incomprehensible dons Pestimation de ces moments. 
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D'autres propositions, comme par exemple celle qui consiste a prendre [6J 

f*(9) = 6 9 • (1 - 9), O~9~1, 

ce qui correspond a 0( = ~ = 2 ou ko = 2 et no = 4, memeraient a des estimations 
pour les moments qui seraient encore moins acceptables. 

(37) 

Or, de fa<;on generale iI est clair qu'une distribution a priori avec no > 0 correspond 
au resultat d'une experience reelle et ne peut donc pas etre prise pour I 'expression 
d'une ignorance complete. 

On voit maintenant que toutes ces difficultes ne sont que le resultat d'un probleme 
mal pose et qu 'elles disparaissent si I'on util ise la formule (26) de Jaynes. 

5. Remarques finales 

On fait souvent le reproche qu'iI n'est pas legitime d'utiliser comme densite a priori 
une fonction non normalisable; il convient cependant de remarquer que cet incon
venient est purement forme I et n'a pas beaucoup de poids. Dons le cas de (27), 
en particul ier, tout est bien defini et clair pour 0( > 0 et ~ > O. Or, rien ne nous 
empeche d'interpreter (26) comme une ecriture simplifiee pour le cas I imite 0{ ~ 0 
et ~ ~ 0 oD Pon s'arrete juste avant d'atteindre zero. Par ailleurs, iI est evident 
d'apres la forme me me de (3) que la constante indeterminee dans (26) n'Cl pas d'effet 
sur la densite a posteriori g(9). 

Les resultats presentes dans ce rapport ont egalement un certain lien avec le probleme 
tont discute de la representation des incertitudes experimentales qui sont du type 
souvent appele "systematique". En admettant que I'on ne puisse leur attribuer que 
des I imites et que notre ignorance sur la valeur "vraie" a I'interieur de cet interval le 
corresponde a une probabilite constante, on a propose de les decrire par une densite 
de forme rectangulaire. La validite de cette conclusion a ete mise en doute [7J 
pour des raisons qui nous semblent toujours valables. Le travail de Jaynes montre 
maintenant que la notion d'ignorance complete, qui.paraissait trop vague, peut 
avoir dans un contexte donne un sens bie~ Jifini. L~ para metre 9 dans la loi bino
miale donne finalement un exemple qui ressemble beaucoup au probleme pose par 
les incertitudes "systematiques" oD I'on ne connait non plus que les I im ites. 
Le resultat (26) ne peut donc que renforcer les doutes deja emis d'associer une densite 
de probabilite de forme rectangulaire a ce type d'incertitude. 
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C'est grace Cl Francis G. Perey I Oak Ridge National Laboratory I qui a visite 
le BI PM le 23 octobre 1979 , que j'ai eu connaissance du travail important de 
E. T. Jaynes. Je suis egalement tres reconnaissant Cl Mme M. Boutillon dont 
la perspicacite mathematique nlest depassee que par sa modestie. 

Ce petit rapport aurait pleinement atteint son but s'il contribuait Cl mieux faire 
connaitre les idees du Prof. Jaynes parmi les physiciens et les statisticiens qui I 
dans leur majorite I continuent Cl les ignorer. . 

Note ajoutee aux epreuves 

Nous venons de decouvrir un nouvel et tres important article de Jaynes [8J 
qui reprend les problemes discutes dans [lJ et les generalise de maniere remarquable. 
Pour les questions abordees ici rien nlest Cl ch anger I bien que les fondements de 
I'approche soient maintenant mieux consol ides. 
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ANNEXES 

A. Derivation de la relation (13) 

Nous voulons montrer que pour une distribution de Poisson et une densite 
a priori f(P"') du type gamma, Ilemploi de la formule de Bayes don ne pour 
la densite a posteriori g(p.) une fonction qui appartient egalement Cl cette 
famille. Par consequent, la mise Cl jour de la nouvelle information peut se faire 
par un simple changement du para metre Kr qui determine la fonction gamma. 

Pour demontrer ce fait nous calculons d1abord le denominateur de (3). Avec (4) et 
(12) on a 

co 

f P(k rip') . G r- 1 (p') d!-L 

o 

co K -1 
1 f kr - fk P' r- 1 

= kT f-L" e • (K - 1) ! 
r r-1 o 

1 = ""7:"':'"--:----::7""7"-:--:-
(K -k -1)! k ! 

co K +k-1 

J r- 1 r -2 p.-IN . e d~. 
r r r o 

Puisque K 1 +k = K ,on obtient, en posant 2 p- = A , 
r- r r 

co 

(
K - 1 ) 1 f K - 1 '). d"\ (K - 1) - K r 1\ r - /1 I' r r 
k (K - 1) ! ( '2 ) • e 2""" = k • 2 • 

r r 0 r 

Ceci donne pour la densite a posteriori 

k . K -1 K -1 

(A 1) 

(A2) 

/L r _~ p- r-1 
g(p-) = IT' e • (K -1)! 

r r-1 

pr r -2 p- Kr 
(K _ 1)! . e . 2 • (A3) 

r 

A vec 2 ~ = A nous avons 

K -1 r 

g(f-t-) = (~) 
-/\ K 

e r 
(K -1) ! ·2 

r 

ou bien, puisque dp/dil = 1/2 , 

g('A) = g(/-1')' 1/2 . 

K -1 t. r _/\ 
= 2· (K _ 1)! . e 

r 

En ecrivant A au lieu de p-, on arrive finalement Cl la formule 

K -1 J.L r _~ _ 
g(f-L) = (K -1)! . e - G /~) • 

r 
(13) 
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B. Verification de la relation (30) 

Pour une loi binomiale, le theoreme de Bayes (3) prend pour la mesure 
numero r la forme 

k n -k 
(n r) 9 r (1 _ 9) r r. f(9) 
k 

r 
g(9) = ---:---------

1 k n -k . 
(~r) f 9 r (1 - 9) r . r • f(9) d9 

r 0 

Si I a dens i te a pri or i est don nee par (29), donc avec (27) et (28) par 

1 K 1-1 N 1-K 1- 1 
f(9) = 9 r- (1 _ 9) r- r-

C(c{ ,~) 

on obtient pour (B 1) 

k n -k K - 1 N -K - 1 
9 r (1 _ 9) r r. 9 r- 1 (1 _ 9) r- 1 r- 1 

g(9) - -,,-----'''---'---..,.....--,---~--<,-----~ 
1 k n -k K - 1 N - K - 1 f 9 r (1 - 9) r r. 9 r- 1 (1 _ 9) r- 1 r- 1 d9 

o 
K -1 N -K -1 

= 9 r (1 _ 9) r r 

C(K , N - K ) 
r r r 

pu isque K 1 + k = K et N 1 + n = N • r- r r r- r r 

La comparaison avec (27) et (28) montre immediatement que lion a en effet 

g(9) = B (9) • 
r 

(B 1) 

(B2) 

(B3) 

(30) 
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