

















Pour le calcul de tp - t, je néglige § et je suppose que la cote de la derniére
station en montée, de rang n/2, est égale a sa valeur moyenne d/2. On a alors,

d’aprés (2m)

tage =70 (R-1)a=4

d’ou

Ja

DS
]
DN =t

et
_[n 1
zp—[f-p+§]d (1 <p <n/2).
D’aprés (2d), on a de méme
_ n 1
zp—[p-i-g]d n/2+1=<p=<n).

Il est commode de poser

- en montée

d’ol1 z, = qd, q décroissant de n/2 - 1/2 a 1/2 par pas de 1 ;

- en descente

d’ou 2, = qd, q croissant de 1/2 a n/2 - 1/2 par pas de 1.

Cela permet d’appliquer les mémes formules simples en montée et en descente
et d’avoir les mémes limites de variation du parameétre q ; en contrepartie, nous
avons, il est vrai, deux relations différentes entre p et q, I'une valable en montée et

I’autre en descente.

Je calcule maintenant tp - t; en conservant seulement, dans I’expression (1), le

terme principal :



c’est-a-dire, en montée

et en descente

1/2
2d
t -t,=+[% ,
oo (G 4)

q prenant toutes les valeurs demi-entiéres de 1/2 a n/2 - 1/2.

Dans les expressions de W; il intervient (tp - tS)L avecl=0,1,2, 3 et4; dans

les produits w; . w, , il intervient donc (tp - ts)k aveck =0, 1, .. 8.

P I

Pour calculer les sommes étendues a toutes les valeurs retenues de p, je traite
les stations éliminées au voisinage du sommet de la trajectoire comme si elles étaient
conservées (ce sont celles qui donnent, d’ailleurs, la contribution la plus faible) et je
remplace les sommes finies ):qk/ 2 dans lesquelles q varie, comme je I’ai dit, de 1/2 &

n/2 - 1/2 par pas de 1, par les intégrales définies

k
n/2 k2, _ 1 myz !
J© dx_l_c2—+l(2J

Je calcule d’abord la contribution 22 des stations en descente.

k2 k2 k. i
k_(2d /2 _ (2d 1 nyz "t
2,0p -t "[g_s] 5,4 (%) 'I§c+1'(2)



_(d k/z_nk/2+l
g, k+2 °

Sii =6 ouj = 6, la contribution des stations en montée est nulle, puisque

w,_ =0 en montée ; seule la somme 22 doit étre retenue.

6,p

Sinon, il faut tenir compte de la contribution des stations a la montée,
caractérisée par une somme X,, égale a I, si k est pair et a - %, si k est impair ; dans
ce dernier cas, le terme correspondant de la matrice est nul.

Finalement, les termes m; j de la matrice M cherchée sont :

my 1 =2 @) 3,010 = 159,2 d’n’;
_o N2 2 6_ 1 -1 43..4.
Mo =2 @) 9, 2y, -t)" = 1459, dn”;

_ 1.2 2 8 1 2 4.5,
my3=2 )" 9, 2,0y -t) =5ggp 9, A

2_1
m4,4=2g8222(tp-ts) =§gsdn2;

mgs=2 3, 1) =mn;
= o
m6,6—22 (1)—2""';

Mo =My =Myg=TMgo=Mgy=My3=Mygs=mMmg4=0;



1
Mg e = Mg5 = 22(1) “gn;

_ _ 1 1 6_ 1 2 .8 4.
my3=my; =2 X 5 X 579 T, 1) =959, dn;

_ _ 1 2 4_1 ,2 3.
m2’4—'m4'2——2 X9, Zz(tp-ts) —Ed'n :

_ _ 1 4_ 1 3,23,
Mg g = Mg g = -2 X 319 2:2(tp"’bs) =-7g9, 4m’;

_ — _1 172 ;1/2_3/2 .
m4’6 — m6’4 = gS zz(tp = tS) — ggs d n s
Mg =My = Mop =M =0;

- | 4_ 1 1,23,
Mg =Mes =579, 2ylp ~t) = -1g79, d s

1 2_ 1 .
Myg=mgy=-2 X fzz(tp'ts) =-21—gsld'n2;

_ _1 3_ 1 _-1/2 ;3/2_5/2.
mz,s‘ms,z‘ﬁgszz(tp'ts) =309 a=" 7
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1 2__1.-
m1’6=m6'1='§ zz(tp"ts) =‘§gsldn2.

Pour chaque élément non nul de la matrice symétrique M, j'indique ci-dessous le

coefficient numérique, I'exposant de g, celui de d et celui de n.

1 1 1 1
5223 o5 234 3112 -g-112
1 1 1 135
m"134 2R ﬁ023 e 36—777
T4y 234 sae 2 4 5 iy 128 -rir-123
192 2880 72 144
1 1 1113
E023 ) ‘2‘112 . b e 32’2’2‘
1 1 1
-g112 -7y -123 1001 5001
1 1 135 1 1113 1 1
8112 3zp-zzz 1123 3zzz 2001 001

On constate que, pour chaque élément de M, I’exposant de g, (et, de méme,
celui de d et celui de n) est égal a la somme d’une valeur a, (et, de méme, b, et ci)

qui ne dépend que de la ligne 7 et d’une valeur a; (et, de méme, bj et cj) qui ne

dépend que de la colonne j. Plus précisément, on a

(al’ bl, cl) = (_ 19 1’ g) ;
13

(a2, bzu cz) = (_ E; iy 2) ;

- S, .

(as, bs, 03) - (‘ 1, 2, 7) 3

11
(a'41 b4: 04) = (2" '2—’ 1) H
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(@ by, ¢) = (@g g ¢6) = (0, 0, %).

Il en résulte que, si N représente la matrice des coefficients numériques de M et

si C est la matrice diagonale dont I’élément de ligne i et de colonne i est

on a
M=C x N x C.
IV.- VARIANCES ET COVARIANCES

La matrice des variances et covariances réduites (c’est-a-dire divisées par 012,

variance d'une observation) est
Mt=cl x Nt x CL.

L’élément de ligne i et de colonne % de la matrice diagonale Clest

Il reste donc a calculer I'inverse de la matrice numérique N.

Ce calcul étant effectué, on peut représenter la matrice M! par le tableau ci-
dessous dans lequel chaque élément non nul de M1 est représenté par son coefficient
numérique (qui se trouve étre toujours un entier), ’exposant de ' celui de d et celui

de n.
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768 2 -2 -3 8640 2 -3 4 72 1-1-2

3600 1 -3 4 720023  2402-3-5 4803 -3-5
8640 23 4 ... 103680 2-4-5 720123
720 02 -3 162 -1 -1-2 60-+-3-3 120-7-1.3
72112 2405-3.52 720123 e0-1-1-3 34001 50 00 -1
480 -5 -3 . a120-1-2-3 50004 100 00 -1

Je rappelle ici que les paramétres ajustés sont, dans I'ordre adopté en IL.3, gy o

v, t, 2, et d.

. Premiére application : minimum de la variance de g

En un point de cote 2, on a
g=9,+*vz
a*@@) = 6*(@@,) + 2 z.covar (g, y) + 2° - 0°(¥).

Le minimum est obtenu a la cote z, telle que la dérivée de oz(g) par rapport a 2

soit nulle, c’est-a-dire
covar (g, v) + z, - o? () =0,

soit
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- covar (gs, Y) 8640 gs2 d3nt nd h
2. = — 32t =
r o?(¥) 103680 g 2 d*n® 12 6

On a posé

n —h-
7~d—h,

c’est la "hauteur de chute", égale a la cote qui correspond a la borne supérieure des

intégrales définies introduites en III, et approximativement égale a 2 .

La variance de g est donc minimale au sixiéme de la hauteur de chute au-
dessous du sommet de la trajectoire. C’est ce point qui est appelé "point de
référence”.

En remarquant que

2z, - covar (qs, Y)=- 22,2 o ),

cette valeur minimale s’écrit

o @) = *@) - 2,° ()

2 42
= 2 -3 n°d 4,5 2
—(768g82d n® -Tgh % 1036809 2d™ n ]01

=48g%d%n3 o2

La variance de g, (accélération due a la pesanteur au point de référence) est 16
fois plus petite que la variance de g (accélération due a la pesanteur au sommet de

la trajectoire).
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De plus, il est aisé de montrer que la covariance de g, et de y est nulle.

En effet

covar (g r‘Y) = covar (gS +v2, )

= covar (gs, Y)t2, . o ()

=0,

d’aprés la relation qui, un peu plus haut, nous a donné z .

Numériquement, avec g = 9,81 m.sZ, d =316 nm x 2048, n = 1250 et 012 =1 nm?,

on obtient
o?@@) =904 nm? - s*  soit o) =9,5nm® . s%
oz(gr) = 56nm?-s?  soit o(@) = 2.4 nm? . 52,
Remarque

On dispose de trois parameétres descriptifs simples : d, n et la hauteur de chute
h=n/2 .d. On peut donc étre amené a réécrire les formules données en fonction des
deux parameétres les plus appropriés. Alors que 'on vient de constater que oz(gs),
comme d’ailleurs cz(gr), est proportionnelle & 1/d? pour n constant et a 1/n® pour d
constante, on voit ainsi que, pour & constante, ces variances sont proportionnelles a

d, ou, si I'on préfére, a 1/n.

. Seconde application : influence de la résolution du chronomeétre

Dans la pratique, o 2 est estimée d’aprés les écarts résiduels de I'ajustement.

1
Ici, je calcule la contribution a cette variance de la résolution finie du chronomeétre.
Soit b la résolution du chronométre (par exemple, un interpolateur a 12 bits entre
impulsions de période 100 ns correspond a b = 100 ns/212 = 24,4 ps). L’erreur de
chronométrage a une densité de probabilité constante entre - b/2 et + b/2 ; les écarts
résiduels sur la cote ont donc une densité de probabilité constante entre - |u|b/2 et

+ vlb/2, ce qui correspond a la variance
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v? b2
12

v étant la vitesse du mobile. On a v% = gs2 (tp - ts)2. Les contributions de la montée et

de la descente a la somme des carrés des écarts résiduels sont égales. Cette somme
est donc

2
b 2 2_1,2 2
Zﬁgs Zz(tp—ts) =5z b" g dn

d’aprés les relations établies en IIL.

On a donc

2_ 1,2
0" =54 b g dn.

Compte tenu de la valeur du terme de ligne 1 et colonne 1 de ML, on en déduit
? @g)=82bg%d" n?;

et, d’aprés le résultat obtenu dans la premiére application,
o> (@)=2b"g%d" n?

Numériquement, avec b = 24,4 ps, g.= 9,81 m.s2, d = 316 nm x 2048, n = 1250,
on obtient
o?g) = 0,0178 nm® s*  soit  o(g) = 0,133 nm.s,
o’@@) = 0,0011 nm® s*  soit  o(g) = 0,033 nm.sZ.

Les écarts-types calculés n’ont évidemment de sens que si la contribution a la

variance d’une observation de la résolution finie du chronometre est prépondérante

devant les autres contributions ; ce n’est certainement pas le cas, mais ils montrent
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clairement qu’une réduction du nombre de bits de 'interpolateur pourrait étre
envisagée : avec 10 bits seulement, la résolution b serait quadruplée, oz(qs) et oz(gr)
seraient multipliées par 16 et les écarts-types associés seraient quadruplés ; les
nouvelles valeurs, 0,53 et 0,13 nm . s2

incertitudes relatives de 53 x 10712 et 13 x 10712,

, ne correspondraient encore qu’a des

V.- ETUDE DU CAS OU LA VALEUR DU GRADIENT EST IMPOSEE

Les cinq parameétres ajustés sont maintenant gy 0.1, 2 et 5, la valeur de y est
imposée.

La nouvelle matrice M s’obtient simplement en supprimant dans la matrice M
du III la ligne 3 et la colonne 3. En adoptant la méme représentation abrégée

(coefficient numérique, exposants de gy d etm), cC’est:

L 223 5 112 5 112
kozs  faie ETT
A1 1 001 7001
L’inverse, matrice des variances et covariances réduites, est représentée comme
suit :
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48 2 -2 -3 12 1 -1 -2

-3600 1-3 -4 -720 0-2-3 -240 &+ -3-5 a0 1-3.5
-720 0-2-3 162 -1 -1 -2 60 -4+ -%-3 -120 -1.1.3
12 1-1-2 -240 5-5-2 60 -2-1-3 2 o00-1 -5 00-1
480 3 -3-2 120 -3-2-3 .50 00-1 100 00 -1

On constate que la variance réduite de g, d’ailleurs égale a la variance réduite
de g a une cote quelconque, est égale a la variance réduite de g, trouvée dans la
premiére application du 1V, c’est-a-dire a la variance réduite de g minimale. II faut
toutefois remarquer que ce traitement n’a d’intérét que si la valeur imposée a y est

plus exacte que celle qui serait déterminée par ajustement.

VL- RETOUR AU CAS DE SIX PARAMETRES

Si la valeur du gradient est imposée, on peut envisager d’ajuster deux coefficients de
trainée, I'un, ¢,, valable en montée et l'autre, [ valable en descente, soit au total six
parameétres. J’adopte I'ordre suivant : gy 015 0p ts, z et é. Par rapport au III, o,
remplace ¢ et o, remplace y. Les dérivées partielles Wy et Wy, prennent les
nouvelles valeurs suivantes (pour chacune, la premiére valeur est valable en montée

et la seconde en descente) :
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Wy, =7m—=0 ou - %gs(tp - ts)s.

Seize éléments de la matrice M sont inchangés, ce sont ceux dont les indices de
ligne et de colonne sont tous les deux différents de 2 et de 3, c’est-a-dire m, ;, m, ,,

Mg 5 Mg g0 My gy M 40 Mg g Mg g5 My g Mg g, My 4 My 1, My g, Mg |, My g €L Mg ;. En

revanche, 20 éléments, ceux dont I'indice de ligne ou I'indice de colonne (ou les deux)

est égal a 2 ou a 3, doivent étre recalculés :

_1 2 6_ 1 ‘143, 4.
Moo =559, 2, Gp-1) =559, d" n°;

_ _1 1 5_ 1 _-3/2 ,6/2,7/2,
Myp=Mg1 =75 X g9, ) () -t) =gg9, " d’"n";

My g = M35 = 0, du fait que soit Wop = 0, soit Wyy = 0;
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- =11 5_ -1 _-8/2 ;5/2 17/2,
m1,3—m3,1—-2><€gs 22 (tp"ts) _-ml:z__ﬁgs d n ’

- -1 _2 4._ .
My g =Myp =509, 2, (y-t) =mgy;

L

_ _1 3 _ -1/2 43/2 _5/2 .
m3,5 - m5,3 - Egs Z2 (tp B ts) - 30 gs d n H

_ _1 3 _ _ 1 _-1/2 ,3/2 _5/2.
Mo =Mp2 =g, 2, Gp-1)" =-mgg=-g59"""d"" n>";

_ _1 3 _ .
Mg =Mgg=5J, 2y (tp-t)" =my5;

my g = Mg 5 = 0, du fait que soit Wop = 0, soit We g = 0-

La matrice M est donc représentée comme suit, de fagon abrégée (coefficient

numérique, exposants de gy detn):
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L 223 & 357 a -331 1112 1112

s 023 o 023 T 112 1118
1112 1332 L 138 1001 1001
F-112 A -138 1448 2001 3001

Les triplets (ai, bi, cz.), i=1, 2, ... 6 donnés en IIl sont inchangés sauf pouri = 3.
On a maintenant (as, b, c;) = (@,, b, ¢,) = (- 1/2, 3/2, 2). La suite du raisonnement
est inchangée. Aprés inversion de la matrice numérique N, on peut écrire, sous forme

abrégée, la matrice M'l, matrice des variances et covariances réduites ; c’est :
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2352 2 2 3 6720 3-5-T 6720 3.5.7 140 1 -1 2

6720 3-5-7 23200 1 3 4 -16000 1 3 4 720 0 2 -3 -1810 1 3.5 490 1. 3.2

6720 3-5-T 16000 1 -3 4 232001 3 4 7200 2 3 201 3.5 45 1. 5.2
7200 23 720023 162-1-1 2 60 -2-2-3 120 -3-3-

140112 1810135 4001 38 4 113 3284y03 50001
aol-2.5 as0l-3.5 a2 213 s000-1 100001

Je rappelle que les parameétres ajustés sont, dans l'ordre, g, ¢;, 9,, t, 2 et é.

En comparant ces résultats a ceux obtenus en IV, on voit que la variance
réduite de g, a été multiplié par 49 et que la variance réduite de N (égale a celle de
¢2) est supérieure a celle de ¢. Il ne faut pas oublier, toutefois, que cette variance
réduite doit étre multipliée par la variance d’'une observation 012 qui dépend
directement des écarts résiduels. La méthode envisagée ici (ajustement simultané de
deux coefficients de trainée) ne doit donc étre retenue que si elle conduit a une

réduction substantielle des écarts résiduels.

VIL.- CAS OU L’ON NE TRAITE PAS TOUTES LES OBSERVATIONS

Afin de diminuer la durée du traitement, ce qui permet, par exemple,
d’augmenter la fréquence des lancers, on a envisagé de ne traiter que les
observations qui concernent une proportion r des stations. On peut montrer que, r

étant fixé, il convient de traiter, en début de montée, en fin de montée, en début de

22
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descente et en fin de descente, des nombres égaux d’observations ; la valeur

commune de ces nombres est I’entier le plus proche de

(R
NS

Dans ces conditions, les intégrales définies introduites en III,

j’ﬂ/Z o2 = L [@)Ifc”'

o

doivent étre remplacées par

12:% k/2 2 k/2 I cTrm Iic” n ,fc"l rn §+1 :I
Jor e e [ (7)) () - (0D2)
1 rn l§c+1
=?[7] Sor, k),

k., k
avec f(r,k) =1 +(%)2 - ( 1_%)2 s

c’est-a-dire qu’elles doivent étre multipliées par le facteur numérique f(r,k).

Les autres facteurs, qui permettent de passer de ces intégrales aux termes m, ;
de la matrice M, étant inchangés, la matrice C est inchangée et les termes de la
nouvelle matrice N s’obtiennent en multipliant ceux de ’ancienne par f(r,k). Les

valeurs de k a utiliser sont rappelées dans les tableaux suivants :
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Cas de I'ajustement de
gy 0 v, t, 2 etd
(voir III et IV)

6

6 4
8

4 2
4

3 4 1

Cas de I'ajustement de

gy 0 t, 2 et )

(voir V)
2
6 4
4 2
0
3 1 0
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Cas de I'ajustement de

gy 0p 0g, t, 2 €t

(voir VI)
4 5 5 2 2
5 6 4 3
5 6 4 3 3
4 4 2 1
2 3 3 0 0
2 3 1 0 0

Une fois la nouvelle matrice N calculée, on I'inversera pour obtenir les
coefficients numériques de la nouvelle matrice des variances et covariances réduites,
dans laquelle les exposants de g, d et m sont inchangés. Moyennant plusieurs essais
effectués au moyen d’un programme d’ordinateur trés simple, on pourrait ainsi

optimiser la valeur de 7.
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VIII.- CONCLUSION

La méthode qui vient d’étre exposée et qui permet d’établir a priori les
formules donnant les variances et covariances réduites des parameétres ajustés
repose essentiellement sur la possibilité d’exprimer la matrice M comme le produit
C x N x C, la matrice C étant diagonale, donc immédiatement inversible, et la
matrice N, numérique, étant indépendante des valeurs des paramétres descriptifs de
I'expérience choisis et donc inversible "une fois pour toutes", du moins pour un type

d’expérience donné.

Or, cette propriété n’est pas spéciale a la mesure de I’accélération due a la
pesanteur, elle est une conséquence directe de la méthode des moindres carrés qui
conduit, pour le terme général m, ; de la matrice M, a ’expression rappelée en II,3.
Cette méthode est donc plus générale que ce que la présente étude pourrait laisser
supposer ; elle devrait étre applicable 2 de nombreux autres problémes de
détermination de paramétres par ajustement.,

Février 1991.
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